
格论是近代数学的一个重要分支，由它所引出的布尔

代数在计算机科学中有很多直接应用。

第六章 格与布尔代数

◼格的概念

◼分配格

◼有补格

◼布尔代数

◼布尔表达式
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1、回忆偏序集〈A，≤〉，≤偏序关系：满足自反性，反对称性，

传递性。有限集合上的偏序集可用哈斯图来表示：
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Hasse图为:

{a,b}最小上界是c,无最大下界

{e,f}最大下界是d,无最小上界

因而任两元素未必有最小上界，最大下界。

而我们要介绍的格是一种特殊的偏序集——任两元素均有最小上

界和最大下界
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例1： 〈I+,|〉 a|b：a整除b   ——偏序关系。

a,b最小上界：a,b的最小公倍数 LCM

a,b最大下界：a,b的最大公约数 GCD   

∴ 〈I+,|〉是格

例2：S——集合 〈P(s),    〉——偏序集。

A,B∈ P(s) A，B最小上界： AB 

A，B最大下界： AB   

∴这一偏序集是格



2、格

〈A，≤〉是偏序集，若对a,b∈A，a, b有最大下界和最

小上界，则称〈A，≤〉为格。

一般可用Hasse图表示格。
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例：用图形判断含1—5个元素的格：

1—3个元素Hasse图情况唯一
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3、格〈A，≤〉诱导的代数系统

在A上定义两个运算∧和∨：

a,b∈A，a∧b： a和b的最大下界 ∧：交运算

a∨b： a和b的最小上界 ∨：并运算

则〈A，∨，∧〉称为由格〈A，≤〉诱导的代数系统

例：A={1，2，3，6}。 〈A，|〉→〈A，∨，∧〉

∧也易求得

∴ 〈 A，∨，∧〉是格〈A，|〉

诱导的代数系统

6-1 格的概念



4、格的对偶原理：

〈A，≤〉 ≤ 有逆关系≤c：≥；

而〈A，≥〉也是一偏序关系

〈A，≤〉与〈A，≥〉是互为对偶的

〈A，≤〉是格，则〈A，≥〉也是格

a∨b=a∧cb    哈斯图互为颠倒

有对偶原理：

若P是〈A，≤〉格中真命题，若将P中≤换成≥，∨换成∧，∧

换成∨，则得到另一命题P′，P′是P的对偶命题，且P′也是真命题

所以，在证明格有关的命题时，证明一个，则另一个对偶式

也成立 。
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(3)传递性 a≤b， b≤c  a≤ c；a≥b, b≥c a≥c

(4) a≤a∨b；a∧b≤a； b≤a∨b；a∧b≤b

(5) a≤c, b≤c  a∨b≤c； a≥c, b≥c  a∧b≥c

(6) a≤b, c≤d  a∨c≤b∨d  (a∧c≤b∧d )；

a≥b, c≥d  a∧c≥b∧d (a∨c≥b∨d)

(7)保序性 b≤c  a∨b≤a∨c, a∧b≤a∧c 

(8)交换性 a∨b=b∨a;  a∧b=b∧a; 

5、格的基本性质：设〈A，≤〉是格。

(1)自反性 a≤a | 对偶 a≥a

(2)反对称性 a≤b,b≤a  a=b. |    对偶 a≥b,b≥a  a=b  
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(9)  结合性：a∨(b∨c）= (a∨b)∨c;    a∧(b∧c)=(a∧b)∧c

(10)等幂性：a∨a=a;   a∧a=a

(11)吸收性：a∨(a∧b)=a;   a∧(a∨b)=a

(12)分配不等式： a∨(b∧c) ≤(a∨b)∧(a∨c)

(a∧b)∨(a∧c)≤a∧(b∨c)

(13) a≤b  a∧b=a；a≤b  a∨b=b 

(14)模不等式：a≤c  a∨(b∧c)≤(a∨b)∧c  
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证：只证（6）（11） 其他书上有
(6) b≤b∨d   a≤b    a≤b∨d

∴a∨c≤b∨d.

d≤b∨d   c≤d    c≤b∨d

另一类似可证

(11) 要证 a≤a∨(a∧b)   a∨(a∧b)≤a

第一式显然成立
a≤a 

a∧b≤a ∴a∨(a∧b) ≤a 

∴a=a∨(a∧b) 



6、格的等价原理：格〈A，≤〉

(1)引理6-1.1：〈A，∨，∧〉代数系统，若∨, ∧满足吸收性，

则∨, ∧满足幂等性

证：a,b∈A.  a∨(a∧b)=a    a∧(a∨b)=a.

b用a∨b代替(∵两式中b是相互独立的)    

∴a∨(a∧(a∨b))=a   即 a∨a=a. 

(2)格的等价定理：〈A，∨，∧〉代数系统，∨.∧满足交换性，

结合性，吸收性，则A上存在偏序关系≤，使〈A，≤〉是一个格

从格可引出代数系统〈A，∨，∧〉；

而从满足三个条件的〈A，∨，∧〉也可导出格〈A，≤〉

证明见书：（格中⑻⑼⑾三个性质很重要，决定了格）
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6-1 格的概念

证：定义一个≤ ，a,b A,a ≤ ba∧b=a.

可证≤是一偏序关系。

1）自反性 a∧a=a,a ≤ a (吸收性导出 幂等性)。

2）反对称性 a ≤ b,b ≤ a  a∧b=a,b∧a=b. 

交换性 a∧b=a=b∧a=b∧a=b a ＝b 



3)传递性 a ≤b ,b≤ c ∴ a∧b=a,b∧c=b,

∴a∧c=(a∧b)∧c=a∧(b∧c)=a∧b=a ∴a ≤ c.

故≤是一偏序关系。
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4 ） 下 面 证 明 a∧b 就 是 a,b 的 最 大 下 界 ， 即 要 证 明
a∧b ≤ a,a∧b ≤ b 且最大
(a∧b)∧a=a∧(b∧a)=a∧(a∧b)=(a∧a)∧b=a∧b

(a∧b)∧b=a∧(b∧b)=a∧b

∴a∧b ≤ a ,a∧b ≤ b 即a∧b是a和b的下界。

设c是a，b 的任一下界，即c ≤ a,c ≤ b

则 c∧a=c, c∧b=c

c∧(a∧b)=(c∧a)∧b=c∧b=c ∴c ≤ a∧b

故 a∧b是a和b的最大下界
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若a∧b=a 则 a∨b=(a∧b)∨b=b

反之，若a∨b=b 则 a∧b=a∧(a∨b)=a

∴a∧b=aa∨b=b

故A上偏序关系 a ≤ ba∧b=aa∨b=b

可类似证明得 a∨b是a,b的最小上界。
因此‹A, ≤ ›是一个格

5）下面证明 a∧b=aa∨b=b



7、子格：

由格‹A,≤›诱导的代数系统为‹A,∨,∧›。设BA,且B，如果

A中的这两个运算∧和∨关于B是封闭的（B中任两元在A 中的

最小上界和最大下界也在B中），则称‹B,≤›是‹A, ≤ ›的子格

例：‹I+，｜›格→‹ I+ ，∨，∧›

a∨b=LCM(a,b) a∧b=GCD(a,b)

又∵两个偶数的GCD，LCM均是偶数。

∴E+正偶数全体，∨、∧封闭 ，‹ E+ ，｜›是‹ I+ ，｜›的子格。

注意： ‹A， ≤ ›格，BA, B , ‹B, ≤ ›未必是格，

且若即使是格，也未必是子格。
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◼ 例：S={a,b,c,d,e,f,g,h}

‹S, ≤ ›是格

◼ S3={a,b,c,d,e,g,h}

‹ S3, ≤ ›也是格，但不是
‹S, ≤ ›的子格

◼ ∵b∧d=f S3.  

在S3中 b∧d=h 
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8、格同态和格同构 ：

设‹A1, ≤1›和‹A2, ≤2›都是格，它们诱导的代数系统分别

是：‹A1,∨1,∧1›和‹A2,∨2,∧2›。若存在映射f:A1→A2使得

对a,bA1,有f(a∨1b)=f(a)∨2f(b), f(a∧1b)=f(a)∧2f(b)则

称f是从‹A1,∨1,∧1›到‹A2,∨2,∧2›的格同态，称‹f(A1),≤2›为

格‹A1,≤1›的格同态象。若f是双射，则称f是从‹A1,∨1,∧1›

到‹A2,∨1,∧1›的格同构，称‹A1,≤1›和‹A2,≤2›格同构的。
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例：A1={1,2,3,6}, ‹A1,｜›格， ‹A1,∨1,∧1›；

A2=P(s), S={a,b}, ‹A2,  ›格，‹A2, ∨2, ∧2 ›

双射f: A1→A2为：

f(1)=，f(2)={a}，f(3)={b}，f(6)={a,b}

易得f(a∨1 b)=f(a) ∨2 f(b)；

f(a∧1 b)=f(a) ∧2 f(b)

∴‹A1,｜›与‹A2,›同构

两个格同构时，其哈斯图是相同的，仅是标记不同。
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9、同态的性质：

（1）保序性：设 f是格 ‹A1, ≤1›到 ‹A2, ≤2›的格同态，则

对x,yA1，若x ≤ 1y,则必有f(x) ≤ 2f(y)

格同态必保序，但反之未必，保序的映射未必同态。

（2）双向保序性：设‹A1, ≤1›和‹A2, ≤2›是格，f是A1到A2的双

射，则 f是‹A1, ≤ 1›到‹A2, ≤ 2›的格同构 对 a, bA1, a ≤ 1b

当且仅当f(a) ≤ 2f(b) 
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证：∵x≤1y，∴x ∧ 1y=x （格性质）

f(x∧1y)=f(x),∴f(x)∧2f(y)=f(x)  f(x) ≤ 2f(y)
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证 f:‹A1, ≤1›→‹A2, ≤2›的格同构

由定理知 a,bA,a ≤1bf(a) ≤2f(b)

反之设f(a) ≤2f(b) ∴f(a)∧2f(b)=f(a)=f(a∧1b)

f是双射，∴a∧1b=a,故a≤1b

已知a,bA,a ≤1bf(a) ≤2f(b)要证格同构保运算

设a∧1b=c.要证f(a∧1b)=f(a)∧2f(b) f(a∨1b)=f(a)∨2f(b)

c ≤1a,c≤1b

∴f(c) ≤2f(a) f(c)≤2f(b) f(a∧1b)= f(c)

f(c)≤2f(a)∧2f(b)
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设f(a)∧2f(b)=f(d) f满射，则f(c) ≤2 f(d)

而f(d) ≤2f(a),f(d) ≤2f(b)

由条件d ≤1a,d ≤ 1b ∴ d ≤1a∧1b=c

从而f(d)≤2f(c)故f(d)=f(c)即f(a)∧2f(b)=f(a∧1b)

同理可得 f(a∨1b)=f(a)∨2f(b)  ∴f是格同构。



格性质中第12条有对任意格具有分配不等式：

a∨(b∧c) ≤(a∨b)∧(a∨c), (a∧b)∨(a∧c) ≤ a∧(b∨c)

若上述两式变为等式，即满足分配律，则此格称为分配格

1、分配格定义：

设‹A,∨,∧›是由格A诱导的代数系统，若对a,b,cA

有a∨(b∧c)=(a∨b)∧(a∨c)和a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)

则称‹A, ≤ ›是分配格

6-2 分配格



例：S={a,b,c}, ‹ P(s),› 格，‹ P(S),∪，∩›

对P，Q，R P(S), P∪(Q∩R)=（P∪Q）∩(P∪R)

P∩(Q∪R)=（P∩Q）∪(P∩R)

所以‹ P(S),›是分配格

格未必一定是分配格！

6-2 分配格



例：

(a)中： b∨(c∧d)=b∨e=b；

(b∨c)∧(b∨d)=a∧a=a

(b)中：c∧(b∨d)=c∧a=c；

(c∧b)∨(c∧d)=e∨d=d

a

b c d

e

a

b

c

d

e
(a) (b)
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2、分配格相关定理：

①在一个格中，若交运算对于并运算可分配，则并运算对

交运算也一定可分配，反之也成立（在分配格中定义中两

个等式只要有一个成立即可将一个格判定为分配格）

6-2 分配格

证：对a,b,c若a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)

则(a∨b)∧(a∨c)

=((a∨b)∧a)∨((a∨b)∧c)

=a∨((a∨b)∧c)

=a∨((a∧c)∨(b∧c))

=(a∨(a∧c))∨(b∧c)

=a∨(b∧c) 反之易得证



2、分配格相关定理：

② 每个链是分配格

6-2 分配格

证：‹A, ≤ ›偏序集a,bA,有a ≤ b或b ≤ a，则‹A,≤›

是链。它的哈斯图排成直线。显然‹A,≤›是格。只
要证a,b,cA有 a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)即可。



2、分配格相关定理：

② 每个链是分配格

6-2 分配格

分两种情况：

（1）a≤b或a≤c(a不是最大元（三者中）) 

（2）b≤a且c≤a（三者中a最大）

①无论b≤c或c≤b, a∧(b∨c)=a. (a∧b)∨(a∧c)=a

∴a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c) 

②b∨c≤a, a∧(b∨c)=b∨c,(a∧b)∨(a∧c)=b∨c

∴a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c) 



2、分配格相关定理：
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定理：一个格是分配格（元素≥5）的充要条件是该格中没有任

何一个子格与书P244中图6-2.2（a）或（b）中的任一个同构。

6-2 分配格

a

b c d

e

a

b

c

d

e
(a) (b)



n=1,2,3,4时情形易证

a

c e d

f

子格

b

b

dec

f

与其同构，所以
不是分配格

6-2 分配格
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 

是由格 诱导的代数系统，若对

当 时有　　 　　第 性质有关）

则称 是模格。

定理：分配格是模格。

6-2 分配格

3、模格定义：
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证： 是分配格，对

若 则 　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

是模格。



a

b c

de

不是模格，

也不是分配格

∵d＜c,但c∧ (d∨b)=c∧a=c

d∨ (c∧b)=d∨e=d

a

b

e

c
d

是模格，

不是分配格

6-2 分配格



a

b

e

c
d

是模格，

不是分配格

6-2 分配格

用定义证明 任意x≤y,   x∨ (y∧z)=(x∨z) ∧y.

∵若x=y时 此时显然成立（吸收性）

讨论x≤y,x≠y的情形

只有取x=e或y=a时才可能有x<y.

（1）x=e时 y=b,c,d   类似（对称）



6-2 分配格

不妨取x=e,y=b.则

e∨ (b∧z)=b∧z      (e∨z) ∧b=z∧b

∵e最小

∴等式成立。

（2） y=a,x=b时

b∨ (a∧z)=b∨z , (b∨z) ∧a=b∨z  (∵a最大)

∴等式成立

因而，模格未必是分配格



前情回顾

➢ 格的定义

（1）偏序集<A, ≤ >中，任意两个元素有上界和下界

（2）代数系统<A, ∧, ∨ >，满足吸收性，结合性，交换性

➢ 子格

➢ 格同态、格同构

➢ 分配格（注意五元格情况判定）

➢ 模格：分配格一定是模格，模格不一定是分配格

➢ 有界格



1、有界格：

‹A,≤›是格，若a∈A时，x∈A, 都有a≤x,则称a为格

‹A,≤›的全下界，记为0

定理：一个格‹A,≤›若有全下界，则是唯一的

（即A的最小元）

6-3 有补格

反证法：假设有两个全下界a,b∈A,ab

因为a是全下界，b∈A,所以a≤b

又b是全下界，a∈A,所以b≤a,从而a=b矛盾，所以a唯一。



例：<P(S),>, S有限集，全下界为，全上界为S，为有界格

若一个格存在全上界和全下界，则称该格为有界格

6-3 有补格

‹A,≤›是格，若b∈A, x∈A,都有x≤b,则称b为格‹A,≤›的

全上界，记为1

定理：一个格‹A,≤›若有全上界，则是唯一的

（即A的最大元）



6-3 有补格

证明：

因为a≤a,0是全下界，所以 0 ≤a,所以 a∨0≤a

又a ≤ a∨0 故a∨0=a.

因为0是全下界 a∧0∈A, 所以 0≤a∧0

而a∧0≤0  所以a∧0=0,其他两个同理类似可证

定理：‹A,≤›是有界格，则对a∈A,必有

a∨0=a, a∧1=a

a∧0=0, a∨1=1

即0，1分别是∨ ，∧的幺元，又分别是∧ ， ∨的零元



b

2、有补格：

（1）补元定义：‹A,≤›是有界格，对于a∈A,若存在b∈A，
使得a∨b=1,和a∧b=0，则称b是a的补元。

b是a的补元，则称a也是b的补元（互为补元）

在有界格中，一个元素，可以没有补元，也可以有多个补元

b没有补元 0-1互为补元

a,d是e的补元 a:补元e

c,e是d的 补元 b无补元

c:补元为d
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a

d

c

e



（2）有补格定义：在一个有界格中，每个元素都至少有
一个补元，则称此格为有补格

例： 下图中都是有补格

b c d

0

1 1
1

0
0

a b a
a b

c d

1
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（3）定理：在有界分配格中，若元素a有补元素，则必是

唯一的

证明：设a有两个补元b,c，则

a∨b=1=a∨c a∧b=0=a∧c

有分配格性质可得：b=c

（4）布尔格：一个格若既是有补格，又是分配格，则称

为有补分配格，也称布尔格。其中的任一元素a的唯一补

元用 来记，即是a的补元。a
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首先，格是由偏序集‹A,≤›引出的

若其中每任两元有最小上界，最大下界，则为格

若格满足分配等式，诱导运算∨，∧可分配，则为分配格

若格有0，1，则为有界格

若有界格中任一元有补元，则为有补格

分配格+有补格=>布尔格

小 结

模格未必是分配格，分配格必是模格

a,b ∈A,   <A,≤>是格

1. a    b      a> b （∵a，b 可以无关系 ）

2.有界格未必是有限格，而有限格必是有界格





偏序集‹A,≤› 

格

分配格 有界格

有补格

布尔格

偏序集

格

分配格有界格

有补格

布尔格

小 结



1、布尔代数：

由布尔格<A, ≤>诱导的代数系统<A, ∨, ∧, ˉ>称为布
尔代数
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( ),

( ), ( ).

( ), , ,

S

S A s A S A S

S



 



 

   = − 



 

例：

　　有界格： ， 　；分配格；

　　　它是布尔格

　　　诱导的布尔格代数为：
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{a,b,c}

{b,c}
{a,c}

{b}
{c}{a}

{a,b}



若：S={a,b,c}



, , ,

1 ( )

2

3

A

a a

a b a b DeMorgan

a b a b

   

=

 = 

 = 

是布尔代数：

　　（ ）

　　（ ）　 　　　 律

　　（ ）
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2、性质：



3、布尔代数的同构

2）着重研究有限布尔代数之间的同构
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4、有限布尔代数：

<A，∨，∧，  ̄>是布尔代数，若A是有限集，则称<A，

∨，∧，  ̄>为有限布尔代数

对于有限布尔代数，<A，∨，∧，  ̄>、<B，∨，∧，  ̄>

若|A|=|B|，则A≌B，而且对任一有限布尔代数系统，元素个

数必有2n

（1）原子：

<A,≤>是格，且存在全下界0，若a∈A，a盖住0，则称a

为原子（第一个比0大的元素）
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d, e是原子

d≠e，d∧e=0

一般来说，任两个原子交必为0 

a c

ed

0

1

b

定理：〈A，≤〉是有下界0的有限格，则对于 b≠0，b∈A，

都存在原子a∈A,使得a≤b。（即一定有某条路径，往下走

经过原子到达0）
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定理：〈A，≤〉是有下界0的有限格，则对于 b≠0，b∈A，

都存在原子a∈A,使得a≤b。（即一定有某条路径，往下走

经过原子到达0）
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证：（1）若b是原子，则b≤b成立。
（2）若b不是原子，一定存在b1,使得0<b1<b

若b1是原子，则成立。
若b1不是原子，存在b2∈A,使得0<b2<b1<b
∵〈A，≤〉是有限格∴经过有限步，找到0<bi<……<b2<b1<b,

而bi是原子 ∴bi<b



（2）Stone表示定理：

Stone表示定理：<A,∨,∧,―>有限布尔代数，S是<A,≤>中所

有原子的集合，则 <A,∨,∧,―> ≌ <P(S),∪,∩,~>

6-4 布尔代数



（3）Stone表示定理的推论：

①有限布尔格元素个数必定等于2n ，n 是原子个数，即

|A|=2n =|P(s)|

②任何两个具有相同元素个数的有限次布尔代数是同构的

|P(S)|= |P(Q)|

|S|=|Q|
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（2）Stone表示定理：

引理1：布尔格中，b∧  =0 b≤c(或 ∨c=1(对偶))

6-4 布尔代数

证：要证b≤c,只须证b∨c=c
b∧ =0,∴（b∧ ）∨c=0∨c=c
而左边=(b∨c)∧（ ∨c）=（b∨c）∧1=b∨ c
∴b∨c=c
从而b≤c

若b≤c 则b∧ ≤c∧ =0
而0是全下界 ，0≤b∧
∴b∧ =0



（2）Stone表示定理：

引理2：〈A，∨，∧，‐>有限布尔代数中，0≠b∈A，

a1,a2……ak是所有满足ai≤b的原子，则

b=a1∨a2∨……∨ak

并且这种表示是唯一的

（也就是说，任一非零元，我们可用原子来唯一表示它。）
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分两部分证明：

1）引理：〈A，∨，∧，  ̄〉有限布尔代数，0≠b∈A，
a1,a2……,ak是所有满足ai≤b的原子，
则b=a1∨a2∨……∨ak



（2）Stone表示定理：
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证：记a1∨a2∨……∨ak=c,要证b=c

∵ai≤b  ∴b是a1,a2,……ak的上界

而c是a1,a2,……ak的最小上界 ∴c≤b

下证b≤c用上述引理只要证b∧ =0

反证：设b∧ ≠0，则存在原子a，使得0<a≤b∧

而b∧ ≤ b  ∴a≤b,a≤

而a1,a2,……ak是 ai≤b的所有原子 ∴a∈

∴a≤c而a≤   故a≤  ∧c=0 ∴a=0

与a是原子矛盾 故b∧ =0  b≤c 从而b=c



（2）Stone表示定理：
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2)  表示法是唯一的

b=a1∨a2∨……∨ak，假设b=b1∨b2∨……∨bt，

bi（i=1……t）是原子

∵bi≤b  ∴bi∈
t≤k

要证 t=k  反证法假设t<k 至少存在ai

ai∧ =ai∧
分配展开 (ai∧b1)∨（ai∧b2）∨……∨（ai∧bt）=

（ai∧a1）∨（ai∧a2）∨……∨（ai∧ai）∨……∨（ai∧ak）

∵a,b 是原子，a ≠b时，a∧b =0。

∴左边=0，右边=ai，ai=0矛盾，∴t=k



（2）Stone表示定理：

引理3：布尔格<A,≤>中，对于任意原子a∈A，另一个元素

b≠0，b∈A，则a≤b,和a≤ 中有且仅有一个成立。
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证：（1）假设a≤b ，a ≤  ，则a≤b∧  =0，∴a =0与a 

是原子矛盾
∴两式不可能同时成立。

（2）至少有一个成立。∵a ∧ b≤a，a 是原子 。
∴a∧b=0或a ∧b =a。

若a ∧b=0，则a ∧（ ）=0，∴a≤ .

若a ∧b=a，则a≤b.



1、布尔表达式：

（1）布尔变元：取值为A中元素的变元（< A,∨,∧,ˉ>布尔代数)

（2）布尔常元：A中元素

（3）布尔表达式按下列规则定义：

① 单个布尔常元是布尔表达式

③如果e1,e2是布尔表达式，则 ,(e1∨e2)，（e1∧e2）
是布尔表达式

② 单个布尔变元是布尔表达式

e1

④只有有限次使用（1）～（3）后得到的符号串是布尔表达式
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布尔表达式的定义类似于以前所介绍的命题逻辑中

的命题公式，谓词逻辑中的谓词公式。它们之间有一定

的联系，以后我们就可以看出，命题逻辑是一种特殊的

布尔代数（取值T或F）。因而研究布尔代数很有意义。

例：< {1,a,b,0}，∨，∧，ˉ>布尔代数

a∨x1 ——一元布尔表达式

b∧         ——二元布尔表达式
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2、 n元布尔表达式：

含有n个不同的布尔变元的表达式，记为E(x1，……，xn)。

布尔表达式的值：将A中的元素代入表达式中变元,所得到的

值，也称对表达式赋值.

例： < {1,a,b,0}，∨，∧，ˉ>布尔代数

含四个元素的布尔格一定是此形状：0是

全下界，1是全上界；而a、b必无关系，

否则a无补元，不是布尔格
a

b

0

1

E(x1,x2) = (1∧x1)∨x2      —— 二元布尔表达式

取x1=a,x2=b,  E(a,b) = (1∧a)∨b=a∨b=1 
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3、 n元布尔表达式的等价（相等）：

E1(x1,x2,……,xn) 和 E2(x1,x2,……,xn) ， 若 对 任 意 的

<x1,x2,…xn>∈An，两布尔表达式的值相等，则称E1和E2等价，

记 E1(x1,x2,……,xn)=E2(x1,x2,……,xn)

（即任意赋值相等则等价）

例：<{0，1}，∨，∧，ˉ>布尔代数

E1(x1,x2,x3) = ( x1∧x2) ∨

E2(x1,x2,x3) =  

由<A,≤>布尔格，可直接利用其性质化简得E1=E2（分配性）
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列出所有可能的值：

x1 x2 x3 E1(x1,x2,x3) E2(x1,x2,x3)

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 1 1 0 0

1 0 0 1 1

1 0 1 0 0

1 1 0 1 1

1 1 1 1 1

∴E1=E2
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4、 布尔函数

在< A，∨，∧，ˉ>布尔代数中，a,b∈A， E(x1,x2,……xn)

∵ a∨b∈A；a∧b∈A； ∈A

∴E<x1,x2,…xn>∈A

∴n元布尔表达式是An→A的函数

若函数An →A是n元布尔表达式 则为布尔函数.

对< A，∨，∧，ˉ>，是否任一An→A的函数都是布尔表达式？

不一定！
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5、布尔表达式的析取，合取范式：

在命题逻辑中，我们讨论了任一命题公式的主析取，

主合取范式。主析取范式是小项的并，主合取范式是大项

的交，即将命题公式规范化；类似地，我们引进布尔小项，

布尔大项。

（1）布尔小项： 其中 是xi或

（2）布尔大项： 其中 是xi或

大项，小项各有2n个，用m0，m1，…… 表示小项

用M0，M1，…… 表示大项
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（3）析取范式：是形如下列的布尔表达式

m0 =

m1 =

…

=

其中 （i=0,1,……, ）∈A，mi为布尔小项（类似于命题逻
辑中的主析取范式）
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（4）合取范式：是形如下列的布尔表达式，其中Mi为布尔大项

∵ ∈A ∴ 有|A|种取法

因而共有 个不同的析取范式和合取范式

而f：A→B有 个不同函数

∴f： →A 有 个不同函数
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定理：布尔代数< A，∨，∧，ˉ>上的任一布尔表达式

E(x1,x2,……xn)都唯一地等价于某个析取范式，或者唯一

地等价于某个合取范式

因而由此定理，我们已知共有 个不同的析取范式。

∴共有 个不同的布尔表达式 / 布尔函数。

∴An→A的布尔函数只有 个。

而函数有 个不同函数。

故只有当|A|=2时，从An→A的任一函数是布尔函数。

|A|>2时，并非任一An→A的函数都是布尔函数。

（∵ >           ）。
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由上述定理可有如下结论：
定理：布尔代数<{0，1}，∨，∧，ˉ>上的任一 → {0,1}

的函数是布尔函数

此时，不同布尔表达式有 个 ， →{0,1}函数有 个

而|A|>2时，有些函数不是布尔函数！

例：A＝{0，1，2，3}布尔代数<A，∨，∧，ˉ>

g：A2→A的函数，P262表6－5.2。
证明g不是布尔函数。

证：|A|＝4>2，g：A2→A假设g是布尔函数。
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∴g一定可写作某个析取范式。 g是A² → A的函数，二元表达式

)()()()(),( 21321221121021 xxxxxxxxxxg = 

根据条件

不是布尔函数矛盾。与

而

gg

g

xxxxxxxxg

gggg

=

====

=

========

2)3,3(

132303)3,3()33()33()3,3(

).()()(),(

.1)1,1(,1)0,1(,0)1,0(,1)0,0(

21212121

3210 

6-5 布尔表达式



应用2：线路设计中，开关代数<{断,合},并,串,反向>也是布尔

代数，含两个元素，因而任一复合命题均可用<{F,T}, ∨ ,∧,-

>上的布尔函数来表示

任一开关线路均可用<{断,合},并,串,反向>上的布尔函数来

表示。这些均是布尔函数的特例。

应用1：命题逻辑可用布尔函数<{F,T}, ∨ ,∧,- >来表示，含

两个元素。命题变元 ––布尔变元，复合命题––布尔表达式
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将布尔表达式化为析取范式的方法：

1) 首先利用 ＝ ，将求补运算深入到每个布尔变元或布尔

常元

2) 利用可交换性，结合性，分配性，化原式为( ) ∨( ) 

∨……∨( )，其中（）是 ， 是xi或

形式（p≤n）

3)将某个（）中没有出现的布尔变元xi，用 补足，再用

分配律，使之化为所需析取范式

合取范式类似
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例：<{0，a，b，1}，∨，∧，ˉ>

f(x1,x2)=（a∧x1∧（ ））∨（b∧x2）

求f（x1，x2）的析取范式。

解：f（x1，x2）＝（a∧x1∧（ ））∨（b∧x2）

＝（a∧x1∧ ）∨（a∧x1∧x2）∨（b∧x2）

＝（a∧x1∧x2）∨（b∧x2）

＝（a∧x1∧x2）∨（b∧x2∧（ ））

＝（a∧x1∧x2）∨（b∧x2∧x1）∨（b∧x2∧ ）

注：合并相同小项

＝（（a∨b）∧（x1∧x2））∨ （b∧x2∧ ）

＝（x1∧x2）∨（b∧x2∧ ）

常数合并运算，每一个小项前一个系数
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◼格、子格、对偶原理、格同态、格同构、格的性质

◼分配格、模格、链是分配格、分配格是模格

◼全/上下界，有界格、补元、有补格、有补分配格

◼布尔格、布尔代数、有限布尔代数、同构、原子、Stone

◼布尔表达式、布尔表达式的值、等价、布尔函数、析取

范式、合取范式

第六章 格与布尔代数


